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Knowing the mean value of the electronic kinetic energy T(XI)  of a molecule as a function of the 
nuclear coordinates Xi, it is shown that the electronic energy can be uniquely determined by the virial 
theorem 

dE 

2 < T27 + 
The result is 

1 
E = - S dp T (pX i ) .  

o 

1. Einleitung 
Die Schr6dingergleichung eines Molekfils mit festgehaltenen Kernen lautet 

V'(Xl) = E(X 3 ~'(X,). (1) 

Dabei ist d/f = 3-- + ~U(X 3 der Hamiltonoperator des Molekiils ohne relativistische 
Korrekturen und ohne Kern-Kern-Wechselwirkung. ~-- ist der Operator der 
kinetischen Energie der Elektronen und Y/'(X~) beschreibt die Coulomb-Wechsel- 
wirkung der Elektronen untereinander und die der Elektronen mit den Kernen. 
X~ (i = 1, ..., 3N) bezeichnet die 3N kartesischen Koordinaten der N Kerne; die 
Elektronenkoordinaten sind nicht explizit mit aufgeschrieben worden. 

Der Virialsatz ffir Molekiile mit festgehaltenen Kernen l~iBt sich in folgender 
Weise schreiben [-1] : ~ X ~?E 

_~ i ~ +  E = - T(Xi). (2) 

T(X 3 ist der Erwartungswert der kinetischen Energie der Elektronen: 

T(X,) = (ku(X,) ]JI  ~(X~)), 

wobei fiber die Elektronenkoordinaten integriert wird. 
Fiir Atome geht (2) in 

EAt = -- TA, (3) 

fiber, und aus der Kenntnis yon TAt folgt unmittelbar die yon EAt. Es erhebt sich 
jetzt die Frage: Gilt etwas Entsprechendes ffir Molekfile? Das heiBt, kann man 
bei Kenntnis yon T aus der partiellen Differentialgleichung (2) die Elektronen- 
energie E eindeutig bestirnmen? Diese Frage wurde von Prof. R. G. Parr w~ihrend 
der Sommerschule fiber Quantenchernie in Debrecen und Siofok-Balatonszeplak 
(Ungarn) yore 4.-16. 9. 1967 aufgeworfen. 
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Im Teil 2 dieser Arbeit wird ein Satz bewiesen, mit dessen Hilfe die Frage 
positiv beantwortet werden kann. Im Teil 3 werden einige weitere Bemerkungen 
zu diesem Problem gemacht. 

2. Die Berechnung der Elektronenenergie 
Wir formulieren folgenden Satz: 
f(X~) sei eine im ganzen 3N-dimensionalen Konfigurationsraum beschr~inkte 

und integrierbare sowie differenzierbare Funktion. Dann gibt es genau eine L6sung 
z r der partiellen Differentialgleichung 

#z 
~i X i ~  + z =  f (4) 

mit der Eigenschaft, dab zr ffir X i = c~X ~ und e ~ 0 gegen einen endlichen Grenz- 
wert zr(0 ) strebt, z~ hat die Form 

I 

z,.(X~) = I dp f (pX~) ,  (5) 

und es gilt o 
limzr(o~X ~ = f (0) .  (6) 
�9 ---~ 0 

Beweis. Durch Differenzieren fiberzeugt man sich, dab (5) eine L6sung von (4) 
ist. Fiir Xi  = e X  ~ und e ~ 0  wird 

1 1 

lim z~(o~X ~ = lim ~ dp f(po~X ~ = ~ dp f(O) = f(O). 
a~O ~z--*O 0 0 

Andererseits kann jede L6sung von (4) in der Form 

z : ~ + z  r 

dargestellt werden. Dabei ist �9 eine Lbsung der zu (4) geh6rigen homogenen 
Differentialgleichung ~ 

~ X i ~ - / + ~ = 0 .  (7) 

AuBer �9 - 0 sind alle L6sungen yon (7) homogene Funktionen vom Grad - 1 [2] : 

1 
�9 = (8)  

sie werden also ffir X i = ~ X  ~ und ~-~ 0 singul~ir wie const/a.  Daraus folgt aber, dab 
auger z~ jede andere L6sung yon (4) ffir Xi = aX ~ und ~-~ 0 singul~ir wird. z r is t  
also die einzige regul~ire L6sung. 

Ftir unser Problem bedeutet der Satz, dab die Energie E dann eindeutig aus 
T mit Hilfe der Differentialgleichung (2) bestimmt werden kann, wenn T die an f 
gestellten Bedingungen erffillt und wenn gefordert wird, dab die Energie ffir 
X i = ~ X  ~ und ~ 0 endlich bleiben soll. Diese Forderungen sind vom physika- 
lischen Standpunkt aus immer erffillt. Insbesondere bedeutet die Bedingung ffir 
E, dab beim Grenzfibergang zum vereinigten Atom die Energie endlich bleibt [3]. 

Damit ist also unsere eingangs gestellte Frage positiv beantwortet, und die 
Energie stellt sich dar in der Form 

1 

E = - ~ dp T(pX~) (9) 
0 

mit l imE(aX ~ = E(0) = - T(0). (10) 
a---~ 0 



Berechnung der Elektronenenergie 359 

3. Bemerkungen 
a) Die G1. (10) ist bemerkenswert. Bei dem Grenzfibergang zum vereinigten 

Atom geht (9) also fiber in den Virialsatz ffir das vereinigte Atom. 
b) Alle Oberlegungen sind gleichermal3en ffir zweiatomige Molekfile gfiltig. 

Statt von (2) kann man dann jedoch gleich von 

R dE 
d R  + E -- - T(R) (tl,) 

ausgehen [4] (R ist der Kernabstand). Die einzige ffir R--* 0 endliche L6sung ist 
in diesem Falle: 

1 R 1 
E = - --R ~ d tT ( t )  = - ~  dp T(pR) .  (12) 

0 0 

Das ist gerade (9) wegen T = T(R) ffir zweiatomige Molekfile. 
c) In allen praktisch interessierenden F~illen kennt man Tebensowenig wie E. 

Wenn jedoch ein n~iherungsweise gfiltiger Ausdruck ffir T bekannt ist, kann man 
(9) auch zur Bestimmung der Energie benutzen. 

Falls ein N~iherungsausdruck T ftir T nut  in einem begrenzten Bereich des 
Konfigurationsraumes bekannt ist (z. B. in der Umgebung der Gleichgewichts- 
konfiguration), geht man besser yon den allgemeinen L6sungen von (2) bzw. (11) 

1 
Eang. = 45(Xi)- ~ d p T ( p X i )  (X;Nconst.), (13) 

X'3 2~/X3 N 

A 1 
bzw. Eallg. = ~ -  -- ~ dpT(pR )  (R'const.) (14) 

R' /R  

fiir zweiatomige Molekfile aus. A ist eine Konstante und ~(Xi) eine homogene 
Funktion vom Grad - 1. Beide mfissen nun in einer physikalisch sinnvollen Weise 
festgelegt werden. Die so erhaltenen Energien /7 sind natfirlich nut in einem 
gewissen Teilgebiet des Konfigurationsraumes gute N~iherungsausdrticke ffir die 
exakten Energien E.1 

Bei diesem Verfahren k6nnen in (13) Terme auftreten, die nicht rotations- und 
translationsinvariant sind (starre Verschiebung des ganzen Molekfils). Diese 
Glieder sind jedoch homogene Funktionen vom Grad - 1 und k6nnen durch eine 
geeignete Wahl v o n � 9  zum Verschwinden gebracht werden. 

d) Die Gesamtenergie eines Molekfils mit festgehaltenen Kernen, 

W = E + Q (15) 

(Q ist die Coulomb-Wechselwirkung der Kerne untereinander), ist auch L6sung 
von (2), weil Q eine homogene Funktion vom Grad - 1 ist. 

e) Mit E = T + V kann man die Differentialgleichung (2) in 

X OE 
~. i~x / /  -]- 2E = V (16) 

1 Vgl. z. B. [5]. Die dort in G1. (2) angegebene L6sung ist der unsrigen [G1. (14)] bei geeigneter 
Wahl der Konstanten iiquivalent. 
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u m s c h r e i b e n .  A h n l i c h e  A r g u m e n t e  wie ftir (2) e rgeben  fo tgende  e indeu t ige  D a r -  
s te l lung  der  Ene rg i e  d u t c h  V, d e n  E r w a r t u n g s w e r t  der  po t en t i e l l en  Energ ie  Y/': 

1 

E = S d p p V ( p X i ) ,  (17) 
o 

u n d  es folgt  
1 

E(0) = 2 -  V(0).  (18) 

Herrn Prof. R. G. Parr danke ich fiir die Fragestellung und Diskussionen. Herrn Prof. G. Weber 
und Herrn Dr. R. Giither m6chte ich ebenfalls fiir Diskussionen danken. 
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